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Τοµείς Στατιστικής

1. Περιγραφική Στατιστική

2. Επαγωγική Στατιστική

� Περιγραφική Στατιστική

Ασχολείται µε την  ποσοτική περιγραφή των φυσικών, κοινωνικών 
και λοιπών φαινοµένων.

� Επαγωγική Στατιστική

Ασχολείται µε τη γενίκευση των συµπερασµάτων που προκύπτουν 
από τις περιγραφικές στατιστικές διαδικασίες και τις προβλέψεις 
για όλο το σύνολο.

1. Εισαγωγή



2

3

� Πληθυσµός

Το σύνολο των τιµών που εκφράζει ποσοτικά το υπό µελέτη
χαρακτηριστικό.

Παραδείγµατα

� Το σύνολο των ασθενών ενός νοσοκοµείου µε υψηλές τιµές 
αρτηριακής πίεσης

� Το σύνολο των επιπέδων σακχάρου στους ανθρώπους

2. Βασικές έννοιες
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� Συλλογή δεδοµένων

Μπορεί να γίνει µε: 

� Απογραφή

Συγκέντρωση στοιχείων από όλο τον πληθυσµό

� ∆ειγµατοληψία

Συγκέντρωση  στοιχείων από ένα τµήµα του πληθυσµού 

2. Βασικές έννοιες
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� Τυχαία Μεταβλητή

Εκφράζει το χαρακτηριστικό του πληθυσµού που µπορεί να 
προσδιοριστεί ή να πάρει κάποια τιµή µετρηθεί.

A. Ποιοτικές µεταβλητές (qualitative ή categorical ή string variables)

∆εν λαµβάνουν αριθµητικές τιµές, αλλά περιγράφονται οι κατηγορίες στις 
οποίες ταξινοµούνται οι παρατηρήσεις.

Παραδείγµατα : το φύλο, χρώµα µαλλιών κλπ

B. Ποσοτικές µεταβλητές (quantitative ή numerical variables)

Αυτές που είναι µετρήσιµες

Παραδείγµατα : τιµή αρτηριακής πίεσης, βάρος, ηλικία κλπ

2. Βασικές έννοιες
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� Ποσοτικές  Μεταβλητές

Ασυνεχείς (ή διακριτές) µεταβλητές (discrete variables)

Μπορούν να λάβουν ορισµένες αριθµητικές τιµές.

Παραδείγµατα :Πλήθος κυττάρων που εκφράζονται µε συγκεκριµένο τρόπο, 
αριθµός ασθενών που παρουσίασαν παρενέργειες  από την χορήγηση ενός 
σκευάσµατος κλπ. 

B. Συνεχείς µεταβλητές (continuous variable)

Μπορούν να λάβουν (θεωρητικά) οποιαδήποτε πραγµατική τιµή εντός ενός 
επιλεγµένου διαστήµατος.

Παραδείγµατα : τιµή αρτηριακής πίεσης, βάρος, ηλικία κλπ

Παρατήρηση : Οι συνεχείς µεταβλητές µετρούνται µε καθορισµένη εκ των 
προτέρων ακρίβεια οπότε «κατά βάθος» είναι Ασυνεχείς, π.χ. το βάρος ενός 
ασθενούς µπορεί θεωρητικά να πάρει µια οποιαδήποτε τιµή αλλά δε θα ήταν 
δυνατό να µετρηθεί βάρος 75,2564646456489 Kg

2. Βασικές έννοιες
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Κλίµακες Μέτρησης
1. Ονοµαστική κλίµακα (nominal scale) � Κάθε αντικείµενο κατατάσσεται 

σε µια µόνο κατηγορία. Μεταξύ των κατηγοριών δεν ορίζεται ούτε διάταξη ούτε 
απόσταση (π.χ Φύλο, χρώµα µαλλιών κλπ.)

2. ∆ιατεταγµένη κλίµακα (ordinal scale)� Οι κατηγορίες ταξινοµούνται µε µια 
σειρά που δηλώνει µια διάταξη, µια ιεραρχία. Υπάρχει η ιδιότητα της διάταξης 
αλλά όχι της απόστασης (π.χ κατάσταση ασθενούς µε τιµές: Ελαφριά, Σοβαρή 
Κρίσιµη)

3. Κλίµακα διαστήµατος (interval scale) � Οι κατηγορίες ταξινοµούνται µε 
µια σειρά που δηλώνει µια διάταξη, µια ιεραρχία. Υπάρχει η ιδιότητα της 
διάταξης αλλά όχι της απόστασης. ∆εν ορίζεται η αναλογικότητα και το 
µηδέν (π.χ. αξιολόγηση υπηρεσίας στην κλίµακα 1-5)

4. Αναλογική κλίµακα (ratio scale)� Χαρακτηρίζεται από τις ιδιότητες της 
διάταξης, της απόστασης και του µηδενικού στοιχείου (π.χ περιεκτικότητα 
αλκοόλ στο αίµα)

2. Βασικές έννοιες

8

� (Τυχαία) Μεταβλητή (συνέχεια)

D. Αναλογική κλίµακα µέτρησης

Χαρακτηρίζεται από τις ιδιότητες της διάταξης, της απόστασης και του 
µηδενικού στοιχείου. 

Μηδενικό στοιχείο : Για ένα αντικείµενο µέτρησης που δεν έχει 
καθόλου την ιδιότητα που εξετάζεται τότε σε αυτό αντιστοιχίζεται η 
τιµή µηδέν. 

Στην αναλογική κλίµακα είναι επιτρεπτές όλες οι µαθηµατικές πράξεις 
του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. 

Παράδειγµα αποτελεί η κλίµακα µε τιµές 0 έως 100 που µετρά την τιµή 
χρέωσης παρεχόµενων υπηρεσιών υγείας.

2. Βασικές έννοιες
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� Συχνότητα (εµφάνισης)
Εκφράζει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή µιας µεταβλητής στα δεδοµένα.

� (Απόλυτη) συχνότητα
Ισούται µε το πλήθος εµφάνισης της τιµής της µεταβλητής στα δεδοµένα

� Σχετική συχνότητα
Ισούται µε την (απόλυτη) συχνότητα διαιρεµένη µε το µέγεθος  του δείγµατος.

� Πίνακας συχνοτήτων
Παρουσιάζει τις συχνότητες όλων των τιµών µιας µεταβλητής στα δεδοµένα.

Παράδειγµα :  Ο πίνακας συχνοτήτων της µεταβλητής «φύλο» παρουσιάζει το 
πλήθος των ανδρών και των γυναικών στο δείγµα.

� Απεικόνιση συχνοτήτων

� Με ραβδογράµµατα → ∆ιαγράµµατα που παρουσιάζουν τις συχνότητες ως 
ξεχωριστές ράβδους µεταβλητού ύψους (συνήθως για ποιοτικές µεταβλητές)

� Με διαγράµµατα πίττας

� Με ιστογράµµατα → Χρησιµοποιείται για ποσοτικές µεταβλητές. Οι 
στήλες εµφανίζονται κατά σειρά µεγέθους των τιµών και δεν χωρίζονται µε 
κενά.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση

10

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Κατανοµή συχνοτήτων (distribution function)
Αποτελεί το σύνολο όλων των πιθανών τιµών που µπορεί να πάρει µια 
τυχαία µεταβλητή µαζί µε τις αντίστοιχες συχνότητες εµφάνισης κάθε 
τιµής.

� Αθροιστική κατανοµή συχνοτήτων (cumulative distribution function)
Αναπαριστά την πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή να λαµβάνει τιµές 
µικρότερες ή ίση µε συγκεκριµένη τιµή x.

� Χαρακτηριστικές τιµές των κατανοµών συχνοτήτων

� Μέτρα τάσης συγκέντρωσης τιµών (measures of central tendency)

� Μέση τιµή (average)

� ∆ιάµεσος (median)

� Επικρατούσα τιµή (most frequent value)

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Χαρακτηριστικές τιµές των κατανοµών συχνοτήτων (συνέχεια)

� Μέτρα διασποράς (measures of spread)

� Εύρος (range)

� Ενδοτεταρτοµοριακό εύρος (interquartile range)

� ∆ιασπορά (variance)

� Τυπική απόκλιση (standard deviation)

� Κεντρικές Ροπές (central moments)

� Συντελεστής µεταβλητότητας (dispersion factor)

� Μέτρα σχήµατος (measures of shape)

� Συντελεστής ασυµµετρίας (skewness)

� Συντελεστής κύρτωσης (kurtosis)

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Μέση τιµή

� Πληθυσµιακή µέση τιµή

� ∆ειγµατική µέση τιµή

Συµµετρική κατανοµή : οι τιµές της µεταβλητής διατάσσονται 
συµµετρικά γύρω από τη µέση τιµή.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� ∆ιάµεσος

Είναι η τιµή που χωρίζει το δείγµα σε δύο ισοπλήθη µέρη όταν έχουν 
διαταχθεί οι τιµές κατ’ αύξουσα σειρά.

� Άρα οι µισές τιµές είναι µεγαλύτερες από τη διάµεσο και οι άλλες 
µισές τιµές µικρότερες.

� Αν το πλήθος των αριθµών είναι άρτιος, ως διάµεσος λαµβάνεται η 
µέση τιµή των δύο µεσαίων τιµών.

Παράδειγµα: Η διάµεσος των τιµών {6,6,8,8,10,10,10,17} είναι 9.

� Επικρατούσα τιµή

Είναι η συχνότερα εµφανιζόµενη τιµή στα δεδοµένα.

� Σε ένα σύνολο τιµών είναι δυνατόν να υπάρξουν περισσότερες της µιας 
επικρατούσες τιµές.

Παράδειγµα: Η επικρατούσα τιµή των {6,6,8,8,10,10,10,17} είναι το 10.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Επίδραση των αποµονωµένων τιµών (outliers) στα µέτρα τάσης
συγκέντρωσης τιµών
� Οι αποµονωµένες τιµές (outliers) υπάρχουν σχεδόν σε όλα τα δεδοµένα του 

πραγµατικού κόσµου.
� Η (δειγµατική) µέση τιµή είναι ευαίσθητη στην παρουσία των αποµονωµένων 

τιµών. Η ύπαρξη µιας τέτοιας τιµής µπορεί να µετακινήσει τη  µέση τιµή πολύ 
µακριά από το µέσο των υπόλοιπων δεδοµένων. 

� Αντίθετα, η διάµεσος και η επικρατούσα τιµή είναι ανθεκτικές στην παρουσία 
των αποµονωµένων τιµών. Η παρουσία τέτοιων τιµών µεταβάλλει ελάχιστα τη 
διάµεσο.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Σχέση Μέση τιµής –∆ιάµεσου –Επικρατούσας Τιµής

� Γενικά τα τρία χαρακτηριστικά δεν συµπίπτουν.

� Συµπίπτουν µόνο όταν η κατανοµή είναι συµµετρική και έχει µόνο µία 
κορυφή.

� Αν η κατανοµή δεν είναι συµµετρική και έχει µόνο µία κορυφή, τότε η 
µέση τιµή επηρεάζεται από τις ουρές της κατανοµής και 
αποµακρύνεται από το κέντρο της κατανοµής προς τις ουρές, ενώ η 
διάµεσος βρίσκεται µεταξύ επικρατούσας τιµής (αντιστοιχεί στην 
κορυφή) και µέσης τιµής.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Εύρος

Είναι η διαφορά µεταξύ της µέγιστης µείον την ελάχιστη τιµή των 
δεδοµένων.

� Ενδοτεταρτοµοριακό εύρος
Είναι η απόσταση του 75ου από το 25ο ποσοστιαίο σηµείο.

� ∆ιασπορά (ή διακύµανση)

Είναι η µέση τιµή των τετραγώνων της απόστασης κάθε τιµής από τη µέση 
τιµή.

� Πληθυσµιακή διασπορά

� ∆ειγµατική διασπορά

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� ∆ιασπορά (συνέχεια)

� Όσο µεγαλύτερη είναι η διασπορά τόσο περισσότερο διασκορπισµένες 
είναι οι τιµές.

� Αν η διασπορά είναι µηδενική, τότε όλες οι παρατηρήσεις έχουν την 
ίδια τιµή.

� Τυπική απόκλιση

Είναι η τετραγωνική ρίζα της διασποράς.
� Πληθυσµιακή τυπική απόκλιση

� ∆ειγµατική τυπική απόκλιση

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Τυπική απόκλιση (συνέχεια)

� Όσο µεγαλύτερη είναι η τυπική απόκλιση τόσο περισσότερο 
διασκορπισµένες είναι οι τιµές.

� Αν η τυπική απόκλιση είναι µηδενική, τότε όλες οι παρατηρήσεις έχουν 
την ίδια τιµή.

Παρατήρηση : 

Η τυπική απόκλιση (όπως και η διασπορά) δίνει µεγαλύτερη βαρύτητα σε 
εκείνες τις τιµές που απέχουν περισσότερο από τη µέση τιµή και µικρότερη 
σε εκείνες που βρίσκονται κοντά στη µέση τιµή.

� Κεντρικές Ροπές

Η k-τάξης κεντρική ροπή υπολογίζεται από τη σχέση :

� Συντελεστής µεταβλητότητας

Είναι η τυπική απόκλιση ως ποσοστό της µέσης τιµής.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Επίδραση των αποµονωµένων τιµών (outliers) στα µέτρα διασποράς
• Το εύρος επηρεάζεται σηµαντικά από τις αποµονωµένες τιµές. 
• Η τυπική απόκλιση, η διασπορά και οι κεντρικές ροπές επηρεάζονται 

σηµαντικά από τις αποµονωµένες τιµές. Μια τέτοια τιµή µπορεί να αυξήσει τα 
εν λόγω µέτρα κατά πολύ.

• Αντίθετα το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος δεν επηρεάζεται από την ύπαρξη 
αποµονωµένων τιµών.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Σηµασία µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης

� Με τη βοήθεια της τυπικής απόκλισης υπολογίζεται το ποσοστό των 
τιµών των δεδοµένων που συγκεντρώνονται σε συγκεκριµένες 
αποστάσεις γύρω από τη µέση τιµή. Οι αποστάσεις αυτές µετρώνται σε 
πολλαπλάσια της τυπικής απόκλισης.

� Ανισότητα Chebyshev

Ανεξάρτητα από τη µορφή της κατανοµής των δεδοµένων ισχύουν τα 
ακόλουθα :

� Τουλάχιστον το 75% των παρατηρήσεων βρίσκονται στο διάστηµα

� Τουλάχιστον το 88,8% των παρατηρήσεων βρίσκονται στο 
διάστηµα

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση

2,5x s±

3,5x s±

22

� Σηµασία µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης (συνέχεια)

� Η µέση τιµή αποτελεί το σηµείο αναφοράς µε το οποίο συγκρίνονται οι 
υπόλοιπες παρατηρήσεις. Η θέση κάθε παρατήρησης υπολογίζεται από 
το τυπικό αποτέλεσµα (z score) που ορίζεται ως

Το τυπικό αποτέλεσµα δείχνει σε µονάδες τυπικής απόκλισης πόσο 
διαφέρει µια παρατήρηση πάνω ή κάτω από τη µέση τιµή.

Παράδειγµα :

� Αν το τυπικό αποτέλεσµα µιας τιµής είναι 2, αυτό σηµαίνει ότι 
είναι µεγαλύτερη κατά 2 τυπικές αποκλίσεις από τη µέση τιµή.

� Αν το τυπικό αποτέλεσµα µιας τιµής είναι -1, αυτό σηµαίνει ότι 
είναι µικρότερη κατά 1 τυπική απόκλιση από τη µέση τιµή.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Συντελεστής ασυµµετρίας (λοξότητα)
� ∆ηλώνει το βαθµό ασυµµετρίας µιας κατανοµής

• skewness=0 : Κανονική κατανοµή
• skewness>0 : Κατανοµή µε ουρά προς τα δεξιά
• skewness<0 : Κατανοµή µε ουρά προς τα αριστερά
• |skewness|>1 : Κατανοµή που διαφέρει σηµαντικά από την 

Κανονική.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Συντελεστής κύρτωσης
� Μετρά το βαθµό συγκέντρωσης των τιµών της µεταβλητής γύρω από 

τη µέση τιµή (πόσο επιρρεπής είναι η κατανοµή στην ύπαρξη outliers)

• kurtosis = 0 : Κανονική κατανοµή (µεσόκυρτη καµπύλη)
• kurtosis > 0 : Κατανοµή στην οποία οι παρατηρήσεις 

συγκεντρώνονται περισσότερο γύρω από τη µέση τιµή σε σχέση µε 
την κανονική κατανοµή (λεπτόκυρτη καµπύλη)

• kurtosis < 0 : Κατανοµή στην οποία οι παρατηρήσεις 
συγκεντρώνονται λιγότερο γύρω από τη µέση τιµή σε σχέση µε την 
κανονική (πλατύκυρτη καµπύλη)

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Συναρτήσεις στο Matlab

Συντελεστής ασυµµετρίας : skewness(x)

Συντελεστής κύρτωσης : kurtosis(x)

Παρατήρηση 1: Εάν το όρισµα x είναι πίνακας, τότε οι συναρτήσεις δίνουν 
το ζητούµενο αποτέλεσµα για κάθε µία από τις στήλες του x.

Παρατήρηση 2: Η συνάρτηση kurtosis(x) δεν αφαιρεί το 3 από τον 
υπολογισµό της κύρτωσης (άρα η κανονική κατανοµή έχει κύρτωση=3)

Παρατήρηση 3 : Οι δύο συντελεστές επηρεάζονται από την ύπαρξη 
αποµονωµένων τιµών (outliers).

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Το διάγραµµα boxplot (ή θηκόγραµµα)

Βοηθά στη γραφική απεικόνιση της κατανοµής των δεδοµένων.

Παρουσιάζει : 
• το 25ο τεταρτηµόριο

• το 75ο τεταρτηµόριο

• τη διάµεσο

• το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος (R)

• τις αποµονωµένες τιµές (outliers)

• τη µέγιστη τιµή (δεν συµπεριλαµβάνονται οι αποµονωµένες τιµές)

• την ελάχιστη τιµή (δεν συµπεριλαµβάνονται οι αποµονωµένες τιµές)

Αποµονωµένες τιµές (outliers) ονοµάζονται αυτές που απέχουν 
>1,5R πάνω από το 75ο τεταρτηµόριο ή κάτω από το 25ο

τεταρτηµόριο.
Ακραίες τιµές ονοµάζονται αυτές που απέχουν >3 R πάνω από
το 75ο τεταρτηµόριο ή κάτω από το 25ο τεταρτηµόριο.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Το διάγραµµα boxplot (συνέχεια)

µέγιστη τιµή δείγµατος (εκτός outliers)

75ο τεταρτηµόριο

διάµεσος

ενδοτεταρτοµοριακό εύρος

25ο τεταρτηµόριο

ελάχιστη τιµή δείγµατος (εκτός outliers)

αποµονωµένες τιµές (outliers)

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση

28

� Το διάγραµµα boxplot (συνέχεια)

Πληροφορίες που εξάγονται από το διάγραµµα boxplot :
• Η θέση της διαµέσου δείχνει που βρίσκεται µια κεντρική τιµή των 

δεδοµένων

• Το ύψος του κουτιού δίνει µια πρώτη οπτική εκτίµηση της µεταβλητότητας 
των δεδοµένων

• Αν η γραµµή της διαµέσου δε 
βρίσκεται στο κέντρο του κουτιού, η 
κατανοµή δεν είναι συµµετρική.

• Αν η διάµεσος είναι πιο κοντά στο 
πάνω άκρο τότε η κατανοµή έχει 
ουρά προς τα αρνητικά.

• Αν η διάµεσος είναι πιο κοντά στο 
κάτω άκρο τότε η κατανοµή έχει 
ουρά προς τα θετικά.

3. Περιγραφική στατιστική ανάλυση
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� Στη συνέχεια περιγράφουµε τη διαδικασία ελέγχου της διαφοράς 
των (πληθυσµιακών) µέσων τιµών µ1 και µ2 δύο ανεξάρτητων 
κανονικών πληθυσµών χρησιµοποιώντας δύο τυχαία δείγµατα, 
ένα από κάθε πληθυσµό.

� Κατά τον έλεγχο προσδιορίζουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης της 
διαφοράς των δύο µέσων τιµών. 

� ∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις :

1. Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι γνωστές.

2. Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι άγνωστες αλλά ίσες.

3. Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι άγνωστες αλλά 
διαφορετικές (άνισες).

Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων

30

Πρώτη περίπτωση : Οι διασπορές των δύο πληθυσµών σ1 και

σ2 είναι γνωστές

Βήµα 1 : Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: µ1=µ2

Βήµα 2 : Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1: µ1≠µ2, (ή H1: 
µ1>µ2 ή H1: µ1<µ2).

Βήµα 3 : Θέτουµε

(που ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή).

Βήµα 4 : Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a και 
υπολογίζουµε το αντίστοιχο σηµείο qa/2 (ή qaή -qa).

Βήµα 5 : Υπολογίζουµε την τιµή του q για τα δείγµατα.

( )1 2

2 2
1 2

1 2

σ σ

−
=

+

x x
q

n n

Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων
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∆εύτερη περίπτωση : Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι 
άγνωστες αλλά ίσες

Βήµα 1 : Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: µ1=µ2.

Βήµα 2 : Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1: µ1≠µ2, (ή H1: 
µ1>µ2 ή H1: µ1<µ2).

Βήµα 3 : Θέτουµε

(που ακολουθεί την κατανοµή του Student t µε n1+n2-2 
βαθµούς ελεθερίας) όπου s είναι η δειγµατική τυπική 
απόκλιση:

( )1 2

1 2

1 1

x x
t

s
n n

−
=

+

( ) ( )
1 2

2 2

1 1 2 2
1 1

1 2 2

n n

i i
i i

x x x x
s

n n
= =

− + −
=

+ −

∑ ∑

Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων
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∆εύτερη περίπτωση : Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι 
άγνωστες αλλά ίσες (συν.)

Βήµα 4 : Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a και υπολογίζουµε 
το αντίστοιχο σηµείο ta/2,n1+n2-2(ή ta,n1+n2-2ή –ta,n1+n2-2).

Βήµα 5 : Υπολογίζουµε την τιµή t για τα δείγµατα.

Βήµα 6 : Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της

1. H1 : µ1≠µ2 εάν |t|>ta/2,n1+n2-2(αµφίπλευρος έλεγχος)

2. H1 : µ1>µ2 εάν t > ta,n1+n2-2(µονόπλευρος έλεγχος προς τα δεξιά)

3. H1 : µ1<µ2 εάν t<-ta,n1+n2-2(µονόπλευρος έλεγχος προς τα 
αριστερά)

Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων
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Τρίτη περίπτωση : Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι 
άγνωστες αλλά διαφορετικές (συν.)

όπου s1 και s2 είναι οι δειγµατικές τυπικές αποκλίσεις των δύο 
δειγµάτων :

Βήµα 4 : Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a και 
υπολογίζουµε το αντίστοιχο σηµείο ta/2,ν (ή ta,νή –ta,ν).

Βήµα 5 : Υπολογίζουµε την τιµή του t για τα δείγµατα.

Βήµα 6 : Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της

1. H1 : µ1≠µ2 εάν |t|>ta/2,ν (αµφίπλευρος έλεγχος)

2. H1 : µ1>µ2 εάν t > ta,ν (µονόπλευρος έλεγχος προς τα δεξιά)

3. H1 : µ1<µ2 εάν t<-ta,ν (µονόπλευρος έλεγχος προς τα αριστερά)
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Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων
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Τρίτη περίπτωση : Οι διασπορές των δύο πληθυσµών είναι 
άγνωστες αλλά διαφορετικές

Βήµα 1 : Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: µ1=µ2.

Βήµα 2 : Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1: µ1≠µ2, (ή H1: 
µ1>µ2 ή H1: µ1<µ2).

Βήµα 3 : Θέτουµε

που ακολουθεί την κατανοµή του Student t µε ν βαθµούς 
ελευθερίας : 

( )1 2

2 2
1 2

1 2

x x
t

s s
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−
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22 2
1 2

1 2
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   +
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Έλεγχος υποθέσεων για τη µέση τιµή δύο δειγµάτων
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One-way ANOVA
� Πολλές φορές χρειάζεται να συγκρίνουµε τις µέσες τιµές 
περισσότερων των δύο πληθυσµών. 

� Για παράδειγµα, επιθυµούµε να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα 
τεσσάρων διαφορετικών θεραπειών που µειώνουν τα επίπεδα 
της χοληστερόλης συγκρίνοντας τις µέσες τιµές των τεσσάρων 
θεραπειών.

� Με άλλα λόγια, επιθυµούµε να εφαρµόσουµε έναν έλεγχο 
µηδενικής υπόθεσης ότι k, k>2, ανεξάρτητοι πληθυσµοί 
έχουν ίσες µέσες τιµές λαµβάνοντας µία οµάδα παρατηρήσεων 
(δείγµα) από κάθε πληθυσµό.

� Η µέθοδος που χρησιµοποιούµε για το σκοπό αυτό είναι η 
Ανάλυση ∆ιασποράς (ANOVA - ANalysis Of Variance).

� Η µέθοδος εξετάζει τη µεταβλητότητα των παρατηρήσεων 
εντός των οµάδων και τη µεταβλητότητα των δειγµατικών 
µέσων τιµών και καταλήγει σε συµπεράσµατα για την ισότητα 
των πληθυσµιακών µέσων τιµών.

36

One-way ANOVA

� Εάν οι δειγµατικές µέσες τιµές διαφέρουν περισσότερο από 
ό,τι αναµένεται µε βάση τη µεταβλητότητα των 
παρατηρήσεων εντός των οµάδων, το συµπέρασµα είναι ότι 
οι πληθυσµιακές µέσες τιµές δεν είναι ίσες.

� Η One-way ANOVA είναι η περίπτωση της ANOVA που 
χρησιµοποιεί τις τιµές µιας µεταβλητής για το διαχωρισµό 
των οµάδων. 

� Η µεταβλητή που χρησιµοποιείται για το διαχωρισµό των 
οµάδων ονοµάζεται παράγοντας (factor). 
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2. One-way ANOVA

Γιατί η ANOVA εξετάζει τη διασπορά;

� Γιατί η ANOVA εξετάζει τη διασπορά ενώ ενδιαφερόµαστε για 
την εφαρµογή ελέγχων υποθέσεων για τη µέση τιµή;

� Τα συµπεράσµατα για την πληθυσµιακή µέση τιµή βασίζονται 
στην εξέταση της διασποράς των δειγµατικών µέσων τιµών.

� Με την ANOVA συγκρίνουµε την παρατηρούµενη διασπορά των 
δειγµατικών µέσων τιµών ως προς την αναµενόµενη διασπορά µε 
βάση τη µηδενική υπόθεση ότι: «Όλες οι k πληθυσµιακές 
µέσες τιµές είναι ίσες.»

� Εάν η διασπορά των δειγµατικών µέσων τιµών διαφέρει από ό,τι 
αναµένεται µε βάση τη µηδενική υπόθεση, έχουµε µία ένδειξη ότι 
αυτή η διαφορά οφείλεται στο γεγονός ότι µερικές (τουλάχιστον 
δύο) από τις οµάδες δεν έχουν την ίδια πληθυσµιακή µέση τιµή.

38

2. One-way ANOVA
Πώς λειτουργεί η ANOVA;

� Η ANOVA πρώτα εξετάζει πόσο διαφέρουν οι παρατηρήσεις εντός 
των οµάδων. Ως αποτέλεσµα προκύπτει η αναµενόµενη (µε βάση τη 
µηδενική υπόθεση) διασπορά των δειγµατικών µέσων τιµών των 
οµάδων. 

� Στη συνέχεια, εξετάζει πόσο διαφέρουν µεταξύ τους οι δειγµατικές 
µέσες τιµές των οµάδων.

� Εάν οι δειγµατικές µέσες τιµές διαφέρουν µεταξύ τους περισσότερο 
από ό,τι αναµένεται, η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται.
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One-way ANOVA

Μεταβλητότητα εντός των οµάδων (within groups)

� Η εντός των οµάδων µεταβλητότητα δείχνει πόσο διαφέρουν οι 
παρατηρήσεις εντός των k οµάδων.

� Μία από τις παραδοχές της µεθόδου ANOVA είναι ότι όλες οι 
οµάδες προέρχονται από πληθυσµούς µε ίσες πληθυσµιακές 
διασπορές.

� Αυτή η υπόθεση οδηγεί στην εκτίµηση της µέσης διασποράς 
κάθε οµάδας και στη συνέχεια στην εκτίµηση µιας µέσης τιµής 
των τιµών αυτών, η οποία αποτελεί τη µεταβλητότητα εντός 
των οµάδων.

40

One-way ANOVA

Μεταβλητότητα µεταξύ οµάδων (between groups)

� Καθεµία από τις οµάδες έχει µία δειγµατική µέση τιµή (δηλαδή, 
έχουµε k δειγµατικές µέσες τιµές).

� Υπολογίζουµε την τυπική απόκλιση των δειγµατικών µέσων 
τιµών.

� Με βάση τη µηδενική υπόθεση ότι «όλες οι οµάδες προέρχονται 
από πληθυσµούς που έχουν ίσες πληθυσµιακές µέσες τιµές», η 
τυπική απόκλιση των δειγµατικών µέσων τιµών µας δείχνει πώς 
ποικίλουν οι δειγµατικές µέσες τιµές του ίδιου πληθυσµού.

� Η τυπική απόκλιση των δειγµατικών µέσων τιµών αποτελεί µια 
εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος της µέσης τιµής. 

� Το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης είναι η εκτίµηση της 
µεταβλητότητας µεταξύ των οµάδων.
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One-way ANOVA

Ανάλυση µεταβλητότητας

� Η µεταβλητότητα µεταξύ οµάδων είναι το αποτέλεσµα :

� της µεταβλητότητας των παρατηρήσεων εντός των οµάδων 
και

� της µεταβλητότητας των µέσων τιµών των πληθυσµών.

� Η µεταβλητότητα εντός των οµάδων δεν εξαρτάται από το εάν η 
µηδενική υπόθεση είναι αληθής. 

� Η  µεταβλητότητα µεταξύ οµάδων αποτελεί εκτίµηση της 
µεταβλητότητας εντός των οµάδων µόνο όταν η µηδενική 
υπόθεση είναι αληθής. 

� Εάν η µηδενική υπόθεση δεν είναι αληθής, τότε η µεταβλητότητα 
µεταξύ των οµάδων διαφέρει σηµαντικά από τη µεταβλητότητα 
εντός των οµάδων.

42

One-way ANOVA
Απόφαση

� Η απόφαση για τη µηδενική υπόθεση βασίζεται στη σύγκριση της 
µεταβλητότητας µεταξύ των οµάδων και της µεταβλητότητας 
εντός των οµάδων.

� Ο λόγος

ακολουθεί την F-κατανοµή :

όπου ν1 και ν2 είναι οι βαθµοί ελευθερίας του αριθµητή και του 
παρονοµαστή.

Μεταβλητοτητα µεταξυ οµαδων
F=

Μεταβλητοτητα εντος οµαδων
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� Τα διαγράµµατα κανονικότητας (normal probability plots)

� Το διάγραµµα κανονικότητας είναι ένα χρήσιµο γράφηµα για 
να εκτιµάται εάν τα δεδοµένα προέρχονται από κανονική 
κατανοµή. 

� Όπως έχουµε δει, πολλές στατιστικές διαδικασίες στηρίζονται 
στην παραδοχή ότι η κατανοµή δεδοµένων είναι κανονική.

� Το διάγραµµα κανονικότητας µπορεί να παρέχει κάποια 
διαβεβαίωση ότι η παραδοχή της κανονικότητας δεν 
παραβιάζεται ή να παρέχει έγκαιρη προειδοποίηση τυχόν 
απόκλισης από την παραδοχή της κανονικότητας.

� Εντολή Matlab : normplot(x)
Παράδειγµα (κανονικότητας) : 
x = normrnd(5,4,100,1);

normplot(x)

∆ιαγράµµατα κανονικότητας και χ2

44

� Τα διαγράµµατα κανονικότητας (συν.)

� Το διάγραµµα κανονικότητας περιλαµβάνει τρία γραφικά στοιχεία:
� Τα “+” δείχνουν την εµπειρική πιθανότητα ως προς την τιµή των 

δεδοµένων κάθε σηµείου στο δείγµα. 
� Η συµπαγής γραµµή συνδέει το 25ο και το 75ο εκατοστηµόριο 

των δεδοµένων και αναπαριστά µία γραµµική παλινδρόµηση (µη 
ευαίσθητη στα ακραία σηµεία του δείγµατος). 

� Η διακεκοµµένη γραµµή επεκτείνει τη συµπαγή γραµµή στα 
άκρα του δείγµατος.

∆ιαγράµµατα κανονικότητας και χ2
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� Το Kolmogorov-Smirnov τεστ για κατανοµή αναφοράς

� Το τεστ ελέγχει (στην περίπτωση αµφίπλευρου ελέγχου) :

� τη µηδενική υπόθεση ότι «το υπό εξέταση δείγµα 
προέρχεται από συγκεκριµένη κατανοµή αναφοράς» 
(δηλαδή, η συνάρτηση κατανοµής του δείγµατος συµπίπτει µε 
τη συνάρτηση της κατανοµής αναφοράς) έναντι

� της εναλλακτικής υπόθεσης ότι «το δείγµα δεν προέρχεται 
από τη συγκεκριµένη κατανοµή αναφοράς» (δηλαδή, η 
συνάρτηση κατανοµής του δείγµατος διαφέρει από τη 
συνάρτηση της κατανοµής σε τουλάχιστον ένα σηµείο). 

� Το τεστ συγκρίνει την εµπειρική αθροιστική κατανοµή του 
δείγµατος µε την αθροιστική κατανοµή αναφοράς. Με άλλα 
λόγια, το Kolmogorov-Smirnov τεστ συγκρίνει την αναλογία 
τιµών που είναι µικρότερες από x µε την αντίστοιχη αναµενόµενη 
αναλογία τιµών µε βάση την κατανοµή αναφοράς. 

Έλεγχοι υποθέσεων κανονικότητας

46

Το χ-τετράγωνο τεστ για ανεξαρτησία µεταβλητών

Βήµα 1 : Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: “∆εν υπάρχει 
εξάρτηση µεταξύ των υπό µελέτη µεταβλητών”

Βήµα 2 : Η εναλλακτική υπόθεση H1 είναι: “Υπάρχει εξάρτηση 
µεταξύ των υπό µελέτη µεταβλητών”.

Βήµα 3 : Εκτιµούµε τις θεωρητικά αναµενόµενες συχνότητες Ei

σύµφωνα µε τη µηδενική υπόθεση.

Βήµα 4 : Θέτουµε (το οποίο ακολουθεί τη χ-

τετράγωνο κατανοµή µε df=(c-1)(r-1) βαθµούς ελευθερίας), όπου

Oi είναι οι παρατηρηθείσες συχνότητες. 

Βήµα 5a : Υπολογίζουµε την τιµή του x2 και (από τη χ-τετράγωνο

cdf υπολογίζουµε) την πιθανότητα P που αντιστοιχεί στο x2.
Βήµα 5b : Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a (π.χ. 5%).
Βήµα 6 : Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση H0 υπέρ της 

εναλλακτικής H1 εάν P>1-a.
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Έλεγχοι υποθέσεων χ2
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Το χ-τετράγωνο τεστ για έλεγχο ταιριάσµατος µε κατανοµή

Βήµα 1 : Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: “Τα δεδοµένα του 
δείγµατος ΑΚΟΛΟΥΘΟΥΝ µία θεωρητική κατανοµή µε 
γνωστές αναµενόµενες συχνότητες Ei των n κατηγοριών της 
µεταβλητής.”

Βήµα 2 : Η εναλλακτική υπόθεση H1 είναι: “Τα δεδοµένα του 
δείγµατος δεν ακολουθούν τη θεωρητική κατανοµή µε γνωστές 
αναµενόµενες συχνότητες Ei των n κατηγοριών της µεταβλητής.”

Βήµα 3 : Θέτουµε (που ακολουθεί τη χ-τετράγωνο 

κατανοµή µε df=n-1 βαθµούς ελευθερίας), όπου Oi είναι οι 

παρατηρηθείσες συχνότητες. 

Βήµα 4a : Υπολογίζουµε την τιµή του x2 και (από τη χ-τετράγωνο

cdf υπολογίζουµε) την πιθανότητα P που αντιστοιχεί στο x2.
Βήµα 4b : Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a (π.χ. 5%).
Βήµα 5 : Απορρίπτουµε την H0 υπέρ της H1 εάν P>1-a.
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Έλεγχοι υποθέσεων χ2
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Τι πρέπει να προσέχουµε όταν εφαρµόζουµε τα x2 τεστ;

� Το χ-τετράγωνο τεστ παρέχει αναξιόπιστα αποτελέσµατα όταν

� Η ελάχιστη θεωρητικά αναµενόµενη τιµή είναι µικρότερη από 1. 

� Περισσότερες από το 20% των θεωρητικά αναµενόµενων 
συχνοτήτων είναι µικρότερες από 5.

� Έχουµε λιγότερες από 20 παρατηρήσεις.

� Στις περιπτώσεις των 2x2 πινάκων συνάφειας µε 20-40 
παρατηρήσεις, έχουµε τουλάχιστον µία από τις θεωρητικά 
αναµενόµενες τιµές µικρότερη από 5.

� Όταν ισχύει κάτι από τα παραπάνω, δεν εφαρµόζουµε το χ-
τετράγωνο τεστ.

� Τονίζεται επίσης ότι τα x2 τεστ εφαρµόζονται στις αρχικές 
συχνότητες και όχι σε λόγους ή ποσοστά που προκύπτουν από τις 
αρχικές συχνότητες.

Έλεγχοι υποθέσεων χ2
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� Ο έλεγχος x2 χρησιµοποιείται όταν οι µεταβλητές είναι ποιοτικές. 

� Όταν επιθυµούµε να προσδιορίσουµε εάν υπάρχει συσχέτιση 
µεταξύ δύο ποιοτικών µεταβλητών ή όταν επιθυµούµε να 
εξετάσουµε εάν ένα σύνολο δεδοµένων προέρχεται από µια 
καθορισµένη κατανοµή, τότε εφαρµόζουµε το x2 έλεγχο. 

� Σε καθεµία από τις δύο περιπτώσεις, υπάρχουν δύο κατηγορίες 
πληροφορίας που χρειαζόµαστε :

1. την πραγµατική συχνότητα κάθε «κελιού» του πίνακα 
συνάφειας (πραγµατική ή παρατηρηθείσα συχνότητα) και

2. την αναµενόµενη συχνότητα κάθε «κελιού», η οποία 
προέρχεται είτε από τη θεωρία ή µέσω µιας γνωστής σχέσης. 

Έλεγχος υποθέσεων για κανονικότητα και χ2
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Τι πρέπει να προσέχουµε όταν εφαρµόζουµε τα x2 τεστ;

� Το χ-τετράγωνο τεστ παρέχει αναξιόπιστα αποτελέσµατα όταν:

� Η ελάχιστη θεωρητικά αναµενόµενη τιµή είναι µικρότερη από 1. 

� Περισσότερες από το 20% των θεωρητικά αναµενόµενων 
συχνοτήτων είναι µικρότερες από 5.

� Έχουµε λιγότερες από 20 παρατηρήσεις.

� Στις περιπτώσεις των 2x2 πινάκων συνάφειας µε 20-40 
παρατηρήσεις, έχουµε τουλάχιστον µία από τις θεωρητικά 
αναµενόµενες τιµές µικρότερη από 5.

� Όταν ισχύει κάτι από τα παραπάνω, δεν εφαρµόζουµε το χ-
τετράγωνο τεστ.

� Τονίζουµε επίσης το ότι τα x2 τεστ εφαρµόζονται στις αρχικές 
συχνότητες και όχι σε λόγους ή ποσοστά που προκύπτουν από τις 
αρχικές συχνότητες.
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Η διόρθωση τουYates

� Η διόρθωση αυτή εφαρµόζεται στους 2x2 πίνακες συνάφειας
όταν τουλάχιστον ένα κελί του πίνακα έχει αναµενόµενη 
συχνότητα µικρότερη από 5.

� Η διόρθωση του Yatesυπολογίζεται εύκολα και τροποποιεί τον 
τύπο του x-τετράγωνο ως εξής : 

� Η διόρθωση µειώνει την τιµή του x-τετράγωνο και έτσι αυξάνει 
την p-τιµή του. 

� Η διόρθωση εµποδίζει την υπερεκτίµηση της στατιστικής 
σηµαντικότητας για µικρού πλήθους δεδοµένα. 

� Η διόρθωση δεν προκαλεί παρά µικρή διαφορά όταν οι µετρήσεις 
είναι πολλές.
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� Οι έλεγχοι υποθέσεων διακρίνονται σε :

� Παραµετρικοί έλεγχοι

� Μη παραµετρικοί έλεγχοι

� Τα z-τεστ και t-τεστ που έχουµε δει µέχρι τώρα βασίζονται στην 
παραδοχή ότι οι παρατηρήσεις:

� ακολουθούν την κανονική κατανοµή ή

� τουλάχιστον, προσεγγιστικά ακολουθούν την κανονική 
κατανοµή ή

� ακολουθούν την κανονική κατανοµή µετά από κάποιο 
µετασχηµατισµό (π.χ. λογαριθµικό µετασχηµατισµό)

� Τα z-τεστ και t-τεστ είναι παραµετρικοί έλεγχοι. Αυτοί είναι οι 
έλεγχοι, των οποίων η εφαρµογή βασίζεται στην ύπαρξη 
παραµέτρων κατανοµών (π.χ. N(0,1), t(df), F(df))

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Αντίθετα, οι µη παραµετρικοί έλεγχοι (non-parametric testsή 
distribution-free tests) είναι οι έλεγχοι των οποίων η εφαρµογή δεν 
απαιτεί υποθέσεις για τις παραµέτρους κατανοµών.

� Οι µη παραµετρικές διαδικασίες είναι λιγότερο ισχυρές από τους 
ελέγχους που έχουν σχεδιαστεί µε βάση συγκεκριµένη κατανοµή.

� Είναι καλύτερα να χρησιµοποιούµε ένα ισχυρότερο εργαλείο όταν οι 
παραδοχές του ικανοποιούνται, έστω και προσεγγιστικά, από το να 
χρησιµοποιούµε ένα λιγότερο ισχυρό εργαλείο µε λιγότερες 
παραδοχές.

� Για παράδειγµα, όταν µια µη κανονική κατανοµή µπορεί να 
µετασχηµατιστεί σε κανονική µε λογαριθµικό µετασχηµατισµό, 
προτιµούµε να χρησιµοποιούµε τις µετασχηµατισµένες παρατηρήσεις
µε µία παραµετρική µέθοδο από το να χρησιµοποιούµε τις αρχικές 
παρατηρήσεις µε µία µη παραµετρική µέθοδο.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι δεν χρησιµοποιούν τις πραγµατικές 
τιµές των παρατηρήσεων αλλά το πλήθος των παρατηρήσεων
(π.χ. Sign test) ή την τάξη (θέση) κάθε παρατήρησης στο σύνολο 
όλων των δεδοµένων (π.χ.Wilcoxon signed rank test, Mann-
Whitney test, Wilcoxon rank sum test, Kruskal-Wallis test).

� Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι εφαρµόζονται σε ποσοτικά 
χαρακτηριστικά στις περιπτώσεις όπου :

� η κατανοµή είναι προφανώς µη κανονική ή

� η κατανοµή είναι άγνωστη ή

� το πλήθος των παρατηρήσεων είναι µικρό

ή γενικά όταν είναι αδύνατο να εφαρµοστεί παραµετρικός 
έλεγχος.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι µπορούν να εφαρµοστούν σε κάθε 
κατανοµή. Ωστόσο, δίνουν καλύτερα αποτελέσµατα:

� όταν οι συγκρινόµενες οµάδες έχουν παρόµοιες κατανοµές

� όταν η κατανοµή του υπό µελέτη χαρακτηριστικού είναι 
συνεχής. 

� Η εφαρµογή των µη-παραµετρικών ελέγχων είναι ευκολότερη και 
απλούστερη από την εφαρµογή των αντίστοιχων παραµετρικών 
ελέγχων. Ωστόσο, ο υπολογισµός του “ορίου αξιοπιστίας” µιας 
διαφοράς που προκύπτει από τους µη παραµετρικούς ελέγχους 
είναι πολύ δύσκολος.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Αντίστοιχοι µη παραµετρικοί έλεγχοι των κατά ζεύγη t-τεστ:

� Το Τεστ Προσήµου ή Προσηµικός Έλεγχος (Sign test)

� Το Βαθµολογικό Προσηµικό Τεστ Wilcoxon (Wilcoxon signed-
rank τεστ)

Εφαρµόζονται όταν η κατανοµή είναι µη κανονική.

� Αντίστοιχοι µη παραµετρικοί έλεγχοι του t-τεστ δύο ανεξάρτητων 
δειγµάτων:

� Το Mann-Whitney τεστ

� Το Βαθµολογικό Τεστ Wilcoxon (Wilcoxon Rank Sum τεστ)

Εφαρµόζονται όταν οι κατανοµές είναι µη κανονικές αλλά ίδιες.

� Αντίστοιχος µη παραµετρικός έλεγχος της One-way ANOVA :

� Το Kruskal-Wallis τεστ

Εφαρµόζεται όταν οι κατανοµές των δύο ή περισσότερων 
δειγµάτων είναι µη κανονικές αλλά ίδιες.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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ΧαρακτηριστιΧαρακτηριστι

κάκά

ΈλεγχοςΈλεγχος

Πρώτη Πρώτη 
επιλογήεπιλογή

∆εύτερη ∆εύτερη 
επιλογήεπιλογή

ΠοιοτικάΠοιοτικά Έλεγχος χΈλεγχος χ--τετράγωνοτετράγωνο --

Ποσοτικά µε κανονική Ποσοτικά µε κανονική 
κατανοµήκατανοµή

tt--τεσττεστ MannMann--Whitney Whitney τεσττεστ ήή

Wilcoxon rank sum Wilcoxon rank sum τεσττεστ

Κατά ζεύγηΚατά ζεύγη tt--τεσττεστ Sign test Sign test ήή Wilcoxon Wilcoxon 

signedsigned--rank rank τεσττεστ

ΟΟnene--way ANOVAway ANOVA KruskalKruskal--Wallis Wallis τεσττεστ

Ποσοτικά µε µη Ποσοτικά µε µη 
κανονική ή άγνωστη κανονική ή άγνωστη 

κατανοµήκατανοµή

MannMann--Whitney Whitney τεσττεστ ήή

Wilcoxon rank sum Wilcoxon rank sum τεσττεστ

Έλεγχος χΈλεγχος χ--τετράγωνοτετράγωνοSign test Sign test ήή Wilcoxon Wilcoxon 
signedsigned--rank rank τεσττεστ

KruskalKruskal--Wallis Wallis τεσττεστ

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� ΤοWilcoxon Rank Sum τεστ

� Εφαρµόζεται όταν :

• θέλουµε να συγκρίνουµε (δηλαδή να διαπιστώσουµε εάν 
υπάρχει οποιαδήποτε διαφορά µεταξύ τους) δύο
ανεξάρτητες οµάδες παρατηρήσεων

• οι δύο οµάδες έχουν µη κανονικές κατανοµές ή οι 
κατανοµές τους είναι άγνωστες (δηλαδή το t-τεστ δεν 
µπορεί να εφαρµοστεί). 

� Υποθέτουµε ότι οι δύο οµάδες παρατηρήσεων προέρχονται από 
συνεχείς κατανοµές οποιασδήποτε µορφής που είναι ίδιες µε 
την εξαίρεση πιθανόν µιας ολίσθησης.

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων



30

59

� ΤοWilcoxon Rank Sum τεστ
1. Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ καµία 
διαφορά µεταξύ των δύο οµάδων (προέρχονται από κατανοµές
µε ίσες διαµέσους). 

2. Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1 : Υπάρχει διαφορά 
µεταξύ των δύο οµάδων (δεν προέρχονται από κατανοµές µε 
ίσες διαµέσους).

3. Ταξινοµούµε όλες τις παρατηρήσεις (και των δύο οµάδων n1 και 
n2). 
� Τις ταξινοµούµε από τη µικρότερη προς τη µεγαλύτερη (ή το 

αντίθετο).
� Η τάξη κάθε παρατήρησης είναι η θέση της στην 

ταξινοµηµένη λίστα, ξεκινώντας από το 1 για τη µικρότερη 
παρατήρηση.

� Όλες οι ίσες τιµές ταξινοµούνται µε τη µέση τιµή των τάξεων 
που καταλαµβάνουν.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� ΤοWilcoxon Rank Sum Τεστ (συν.)
4. Υπολογίζουµε το άθροισµα των τάξεων κάθε οµάδας.
5. Η Wilcoxon στατιστική W είναι το µικρότερο από τα δύο 

αθροίσµατα.
6. Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a. 
7. Υπολογίζουµε την p-τιµή (από τους πίνακες Wilcoxon)που 

αντιστοιχεί στη W στατιστική ή αλλιώς την κρίσιµη τιµή Τc.
8. Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της εναλλακτικής 

εάν p<a ή αλλιώς εάν W<Τc.

Παρατηρήσεις

α. Για n1, n2 >10, η στατιστική ακολουθεί προσεγγιστικά 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή                   και τυπική 
απόκλιση

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� ΤοMann-Whitney Τεστ (συν.)
1. Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: ∆ΕΝ υπάρχει καµία 
διαφορά µεταξύ των δύο οµάδων. 

2. Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1 : Υπάρχει διαφορά 
µεταξύ των δύο οµάδων.

3. Για κάθε παρατήρηση του πρώτου δείγµατος,  καταµετρούµε 
το πλήθος των παρατηρήσεων του δεύτερου δείγµατος που 
είναι µικρότερες από αυτή.
� Προσθέτουµε το 1/2για κάθε παρατήρηση του δευτέρου 

δείγµατος που είναι ίση µε την (υπό µελέτη) παρατήρηση του 
πρώτου δείγµατος.

4. Για κάθε παρατήρηση του δεύτερου δείγµατος, καταµετρούµε 
το πλήθος των παρατηρήσεων του πρώτου δείγµατος που 
είναι µικρότερες από αυτή.
� Προσθέτουµε το 1/2για κάθε παρατήρηση του πρώτου 

δείγµατος που είναι ίση µε την (υπό µελέτη) παρατήρηση του 
δεύτερου δείγµατος.

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� ΤοMann-Whitney Τεστ (συν.)
5. Υπολογίζουµε το άθροισµα των καταµετρήσεων για κάθε 

οµάδα.
6. Η Mann-Whitney στατιστική U είναι το µικρότερο από τα δύο 
αθροίσµατα.

7. Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a.
8. Υπολογίζουµε την p-τιµή (από τους Mann-Whitney πίνακες) 

που αντιστοιχεί στην U στατιστική.
9. Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της εναλλακτικής 

εάν p<a.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Τεστ Πρόσηµου (Sign Test)

� Εφαρµόζεται όταν : 

• συγκρίνουµε δύο µη ανεξάρτητες οµάδες παρατηρήσεων

• οι διαφορές των δύο οµάδων προέρχονται από
οποιαδήποτε συνεχή κατανοµή. 

� Οι οµάδες παρατηρήσεων πρέπει να έχουν το ίδιο πλήθος 
παρατηρήσεων.

� Βασίζεται στο πρόσηµο των διαφορών.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Τεστ Πρόσηµου (συν.)
1. Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: Οι διαφορές µεταξύ των 
ζευγών των αντίστοιχων δειγµάτων των δύο οµάδων 
προέρχονται από κατανοµή µε µηδενική διάµεσο.

2. Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1 : Οι διαφορές µεταξύ 
των ζευγών των αντίστοιχων δειγµάτων των δύο οµάδων ∆ΕΝ
προέρχονται από κατανοµή µε µηδενική διάµεσο. 

3. Σύµφωνα µε τη µηδενική υπόθεση, το πλήθος των αρνητικών 
διαφορών ισούται µε το πλήθος των θετικών διαφορών (ζεύγη
µε µηδενικές διαφορές αγνοούνται).

4. Εάν έχουµε δείγµατα µε πλήθος n, το πλήθος των θετικών 
διαφορών ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή B(n,1/2).

� Σηµείωση : Η υπόθεση µηδενικής διαµέσου για τη διαφορά δεν 
είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση ίσων διαµέσων για τα δύο δείγµατα. 
Το Τεστ Πρόσηµου ελέγχει την πρώτη υπόθεση, όχι τη δεύτερη.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Τεστ Πρόσηµου (συν.)
5. Η στατιστική είναι το πλήθος των παρατηρήσεων µε θετική 

διαφορά.
6. Επιλέγουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a.
7. Βρίσκουµε την p-τιµή που αντιστοιχεί στη στατιστική 

χρησιµοποιώντας τη διωνυµική κατανοµή.
8. Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της εναλλακτικής 

εάν p<a.

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Kruskal-Wallis Τεστ

� Εφαρµόζεται όταν :

• συγκρίνουµε δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες οµάδες 
παρατηρήσεων

• οι δύο ή περισσότερες οµάδες παρατηρήσεων έχουν µη 
κανονικές κατανοµές ή οι κατανοµές τους είναι άγνωστες
(δηλαδή όταν η one-way ANOVA δεν µπορεί να 
εφαρµοστεί). 

� Υποθέτουµε ότι οι οµάδες παρατηρήσεων προέρχονται από 
συνεχείς (οποιεσδήποτε) κατανοµές που είναι παρόµοιες
(παρόµοια σχήµατα) µε την εξαίρεση πιθανόν κάποιας 
ολίσθησης.

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Kruskal-Wallis Τεστ (συν.)
1. Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση H0: ∆ΕΝ υπάρχει καµία 
διαφορά µεταξύ των οµάδων των παρατηρήσεων 
(προέρχονται από τις ίδιες κατανοµές). 

2. Θέτουµε την εναλλακτική υπόθεση H1 : Υπάρχει διαφορά 
µεταξύ των οµάδων των παρατηρήσεων (τουλάχιστον µία 
δεν προέρχεται από την ίδια κατανοµή µε τις υπόλοιπες). 

3. Ταξινοµούµε όλες τις παρατηρήσεις (από όλες τις οµάδες 
µαζί). 
� Τις κατατάσσουµε από τη µικρότερη προς τη µεγαλύτερη.
� Η τάξη κάθε παρατήρησης είναι η θέση της σε αυτή την 

ταξινοµηµένη λίστα, ξεκινώντας από την τάξη 1 για τη 
µικρότερη παρατήρηση.

� Όλες οι ίσες τιµές λαµβάνουν τη µέση τιµή των τάξεων που 
καταλαµβάνουν.

2. Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων
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� Το Kruskal-Wallis Τεστ (συν.)
4. Υπολογίζουµε το άθροισµα των τετραγώνων (στηλών και
σφάλµατος) µε βάση τις τάξεις (δηλαδή One-way ANOVA µε 
βάση τις τάξεις).

5. Η Kruskal-Wallis στατιστική H είναι :

6. Όταν τα µεγέθη των δειγµάτων είναι µεγάλα (τουλάχιστον 5 
παρατηρήσεις ανά δείγµα) και όλοι οι n πληθυσµοί έχουν την 
ίδια συνεχή κατανοµή, η H ακολουθεί προσεγγιστικά τη χ-
τετράγωνο κατανοµή µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. 

7. Βρίσκουµε την p-τιµή που αντιστοιχεί στην H στατιστική.
8. Καθορίζουµε το επίπεδο σηµαντικότητας a.
9. Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση υπέρ της 
εναλλακτικής εάν p<a.

columns

error

SS
H=df

SS

Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων



35

� 1) Γ. Βλαχόπουλος, Κ. Κουτσογιάννης, "Βιοστατιστική. Εφαρµογή 
µε το SPSS και το R- Project", Εκδόσεις Αλγόριθµος, Πάτρα 2012

� 2) Ι. Αποστολάκης, Α. Καστανιά, Χρ. Πιερράκου, "Στατιστική 
επεξεργασια ∆εδοµενων στην Υγεία", Εκδόσεις Παπαζήση, Αθήνα 
2003

� 3) W. Daniel, " Biostatistics, a foundation for analysis in the health 
sciences", Willey Series in Probability and Statistics, 2005

� 4) G.Van Belle, L. Fisher, P.Heagerty, T. Lumley, "Biostatistics, A 
methodology for the health sciences", Willey Series in Probability and 
Statistics, 2004

� 5) Παρουσιάσεις «Βιοστατιστική», ∆. Λιναράτος, πρόγραµµα 
µεταπτυχιακών σπουδών «ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΕΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ ΣΤΗΝ 
ΙΑΤΡΙΚΗ ΚΑΙ ΤΗ ΒΙΟΛΟΓΙΑ»

69


